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���� ���������� ��������� ���������� ��������� ������ ������ ������ 
��! ��� "���� ��#�$�%��� &�� ���������$ "�����$������� �������� ��� ����� 
������ ����� � �������$ ��#�����' "��������� ���%������$ ���������$� (� 
�������$ ���������� "�����������)����) ��������� ��"��������� �����!��� �� 
�����' $�������� �������! ������ * ��#���� ���������� ����������$ ���� 
������ ��+�������� ���������� $�������� ���� ��#����� ��������� � $��������
�������� ����' � ����$���), ���������� * ����-���� �����! ����� ���� ���� 
����� � ����� ���������� . ����)� /�001' "������-�! ������ ����$����! �����
��#�$�%�� � %���$ � ����� ���������� ���������� � ���������' ��2����� "� 
�����' ��� �����! 3��), ����$���� ���������� �������� 4���"�� ����������
(����������) * ������) $���� ����$���), � 4���"��! * �������� �������$
������$ �������� ����������� ��3�$� �����$� ������������$� ������� 
��� ����,��� ��+�$ "�$���' �����! �������� "� "�3�$$��! ������%�� $� 
����' � ������ ��$� ���������� � ������������' ��$���$�� � �"��%��� ���
����$�� 5������! ������), "�$������ ��3���$�� ���������� ����,��� ��$ 
"),����� "�3�$$� ������ ������ 6��������7� 8����� ���������� $�3��
���) ��"��)������ ����� � ��"��3�#�� 6�$� /	9' 90' 	�' :	' :�17' ������� "�3�� 
�������� 6�$� /	0' ��17 � "����� ��#�$�%�� 6�$� /��17�
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. ����� ������� "�"���� "�������) �������� ��"������� ������� ����� �� 
�������� ��������� ���������� �� ������ �"��$��)��3� ���������� ��������3�
��������� � ������ �"��$��)��3� ��������)��3� ���������� ��$�!���� ������� 
��� � ������ "�������� $����� ��������� "� ��������,; � ����� �� "���������3�
���������� � ��#$��������$� ���������, � ���$� ���������� <�$"���=>����
��$� ��3�' ���$����� ��$����������,����� � �$�#����� ����' � ����� �"� 
���� ���������� ���� ����� ������,����� �� "������ ����� ����������? ��� 
���� �� ������������ ������ � ���������� � �����! 4���"��!�

5������� ����)' "��������� � ����� �������! ��������� � $���3�#��
@�A���������3� /��1' ������� ����)�� B���.���� � �������$� /���1' C�8�����
� 8�D���� /��1' B� E���� � �������$� /F01' � ����� ������������ �������%���
B�.������� /�1' B� C�D������ /901' 8�&�2����! /9�1�

�� 	
������ 
��������

&���) A G fa�� ���� akg * �������! ��#���� � x � A�� E���$ ���������) ����
xji "������� "�����������)����� x' ������� � i �! � ���������� j �! �����!' � ����
xn ������ "�����������)����� x ����� n' �� �� xji G xixi�� � � � xj � xn G x�x� � � � xn�
��������	
 ���������
 X ���������� ��������! �����!��! "�%��� �� ��� 
�����$� � A� (������� "������), �������� ����������$� Pr6Xn G xn7' ���� 
�� �"������� ��� ���� xn � An � %���� n � 0 � ����������,� ��������$Pk

i�� Pr6X
n�� G xnai7 G Pr6Xn G xn7 � 0 �

P
xn�An Pr6Xn G xn7 G �� 
�3��

Pr6Xj
i G xji 7 G

P
yj
i
�xj

i
Pr6Xj G yj7� (������� X ���������� ��������	
' ����

��� ���� %���� t � 0 � xji � Aj�i�� �"�������� ��������

Pr6Xj
i G xji 7 G Pr6Xj�t

i�t G xji 7�

.����$ ����������� P 6xn7 G Pr6Xn G xn7� ��� �����3� ���%������3� ���������
X ��������

H6X7 G lim
n��

�
n
E6� log P 6Xn77 6�7

�"������� �����%����)��, �������� H6X7 6�$�' ��"�$�' /9' ��17' ������ ���� 
������ ��������� ����������

5������$ ����$ ���%������� ��������� ����������' ������$�� � ����� �� 
��������' ����,��� $�������� ��������� � �������$ �����$ ��������!� &���)
S * $�������� ��������! ��������� X � ��#�����$ A� 
�3�� ��� �����! "��
� � S � a � A �"������� ���������) P 6aj�7 � 0 "�������� ���������$ ����� a �
��������� � � �"�������� ��������

Pk
i�� P 6aj�7 G �� ��$� ��3�' ������ #���%��

� ? S �A� S' �"�����,��� ��������� �� G �6�� a7' � ������ "������� ��������
"���� "�������� ����� a � ��������� �� H���' ��� "�����������)����) ��������!
������ � � � $�������3� ��������� "���������� ����! $�������, %�")� . ���)��! 
-�$ ����$ "���3��)' ��� 4�� %�") �������� ��������$�! � ��"����������!� ���
"����3� �"�������� ��������� X ����� �����) �����)��� ��������� �� � S� 
�3��
Pr6Xn G xn7 G

Qn��
i�� P 6xi��j�i7' 3�� �i�� G �6�i� xi��7� 
���$ �����$' 
��������

�������� X �������� ��#�����$ A' $��������$ ��������! S' #���%��! � � ��"� 
�������$� ����������! P 6aij�7 � �����$ ���������' ��� ����$ ����� ������)
��������$ X G hA�S� �� P i�

5�������$ ���� q�� ���������� "������ ��������� X G hA�S� �� P i �� ������ 
��� � � ��������� � ' �� �� q�� G

P
������ai��� P 6aij�7� 
�3�� ���%������� ����������

	



q� $�������! %�"� ������ � � � $���� "������) �� �����$� �������! q G qQ �P
��S q� G �' 3�� Q * $���%� "�������� ����������! fq��g� (������� 6�$�' �� 

"�$�' /917' ��� ��� $�������3� ��������� X G hA�S� �� P i �"�������� ��������

H6X7 G
X
��S

q�H�� 6	7

3��

H� G �
kX
i��

P 6aij�7 logP 6aij�7�

8�������! �������� X G hA�S� �� P i � �����������$ ���������$ ���������� ���

�������
 ��� �
��� ��� ���������
 ��������� ��� ��3� �"�������� "���� 
������ �� 2������$ /�001 #�$���

H6X7 G �
kX
i��

P 6ai7 log P 6ai7� 697

I��%������! �������� ���������� 
�������
 r��� ������' ���� ���������) "� 
������� ������! ����� ������� ���)�� �� r "�������� ����' �� �� $��������
��������! S ��������� $���� �����������) � Ar�

�
�
�
�
�
�
�
��CC
C
C
C
C
C
CC �

�
�
�
�
�
�
��CC
C
C
C
C
C
CC �

�
�
�
�
�
�
��CC
C
C
C
C
C
CC �

�
�
�
�
�
�
��CC
C
C
C
C
C
CC

�
�
�
��J

J
J
JJ �

�
�
��J

J
J
JJ

HH
HH

HH������ ��
��

��HHHHHH

�
�
�
��J

J
J
JJ
�
�
�
�
�
�
�
��

C
C
C
C
C
C
C
CC

�

a� a� a� a�

a�a� a�a� a�a� a�a� a�a� a�a�

� � � a�a�a� � � � � � � a�a�a� a�a�a� a�a�a�

@��� ��

8�������� ��������! $�������3� ��������� r 3� "����� "�������$ � ����
����)�� ������ &�$� ����3� ����� ��� �������3� ��#����� � r G 9 ����� 
��� �� ��� � 6�����7� I�������� � � �� ����$ �������) 4�����������$�' ����
P 6aij�7 G P 6aij��7 ��� ���� ai � A � ����)�' �����������,��� ���������$ � � ��'
����,��� ���)�$�� 5�+������ �����, "�� 4������������ ��������! � �����
���������' "�����$ $���$��)��� ����� ��������! S�' �� ��������� 4��������� 
��� ��������!� &�$� "����������� "������ �� ��� �� &��������! �������� 
����� hA�S�� ��� P i $���� ������)�� �� $�������$ ���' ��"�$�' �� ��� � 6"� 
��� "�������� ����� a� � ��������� � G a� �����,��� ��������� ���"�������7�
5����� �����! �������� ����� �������� $���� ���) ��"����� �� $�������3�
������! "�%����!� J��� ��� ���������� ��� ������ K�@��������$ /�01 � �����
���$���� � ������ �0�

B� C����$�3����$ /:1 � .��� L�""�! /F1 "�������' ��� $��3�� ������ ����� �� 
#�$�%�� $�3�� ���) ���$����� �� ���)�� � �����������!' �� � � ��$��������!
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"���������� I������������� $�3�� ���) ���$����� �� ���)�� ������������ 6���
4�� ������� ��-�7' �� � ��$��������� ��������� ��������!� . ���������' "� 
������ ������������ ��$��������� �3������ 6�����3 $��������7 ����������
��������� � ���3� B� B�8����� /�F1� ���������� ��$��������� ����������
����� ������! ���$����� � ������ @�A���������3� � ����� /:�' ��1� ����� 
���)��� ���������� ��$�!���� ��$��������� ���������� "�������� E�H� @����
/��1�

�� �
������ ����������� ������ ����������� �
�������

&���) E G f0� �g' ��������$ ���� E� G ��n��En $�������� ���� �������� �����
(�+�������� ���������� f ? A � E� ���������� ���������	
 ��������
	
 ���

��������
' ���� "������)��! �������! ���� ������� ���� f6ai�7 � � � f6ain7' �� 
"������� ������' ���������� ���������� �� ������� ������ (������� ������)��
��3���$��' "������,��� �"������) �������� �� ���������� ��-�#��$�$ �� 
��������$ 6�$�' ��"�$�' /�	' FM' �917�

8�������� M � E� �������� ���� ���������� ��������	
' ���� ������� ��� 
�� v � M �� �������� "�#����$ 6������$7 ��3�3� ����� u � M � (�+��������
���������� f ? A � E� ���������� ���������	
 ��������	
 ����������
' ����
$�������� f6A7 ������� ���� * "�#������� C������ ��$����)' ��� �����$� "� 
#�����$� $�������� ������������� $�������� �������� ��-�� �������3� ����� 
��3� ������ C�"����������� �� 4��3� $���� ����,���)' ��� ��� "������)��3�
"���������3� "�#�����3� ���������� f �"�������� ���������� ��#��

kX
i��

	�li � �� 6F7

3�� li G jf6ai7j * ����� �������3� ����� f6ai7� .��� � �������? ��� �,��3� �����
%���� ����� li � 0' ����������,��3� ���������� 6F7' ��!����� "�#������ ���� 
������ f �����' ��� li G jf6ai7j� &�#�����! ��� ������,� ����	
' ���� � #�$���
6F7 �$��� $���� ��������� H���' ��� "������)��� "�#������ ���������� ���� 
���� ��-�#��$�$' � �������' ������ 3����' ������� 5�����' E�8��$������$
/�M1 �������� ���������� 6F7 ��� "������)��3� "���������3� ��-�#��$�3� ���� 
�������

E������ ���������� f ? An � E� $���� ������ � "���������$�' �"������
����! ��#���� B G An� .�����' ����������
 ���������� ��+�������� ������� 
��� f ? A� � E�' 3�� A� G ��n��An * $�������� ���� ��#����� A� &����������
��-�#��$�� ���������� f ? A� E� �������� ������$ ������$ ����������' "� 
����)�� ��"������ ���"�������� f6xn7 G f6x�7 � � � f6xn7� ���������� f ? A� � E�

����$ �������) ��������	
' ���� f6An7 * "�#������ $�������� ��� ���� %����
n � 0�

����
���� C6f�X7 ���������� f ��������� X ���������� ������ ����� �� 
���' ������ ����� �������) ��� ���������� ����! ����� �������3� ���������'
�� ��

C6f�X7 G lim sup
n��

�
n
Ln6f�X7� 3�� Ln6f�X7 G Ejf6Xn7j� 6�7

. ���������' ���� X * �������� ��� "�$���' � f * "���������� ����������' ��

C6f�X7 G L�6f�X7 G
kX
i��

P 6ai7jf6ai7j� 6:7

F



!��	�������� ���������� f ����� xn � An �� ����� �������3� ��������� �� 
�������� �������� �

n
6jf6xn7j � log �

P �xn�7� ������� ���	�������� ���������� 6��
����� �������3� ���������7 ��������� ������) $���� ����$���), ���������� �
4���"��! ��������� 6�$� 6�77' �� ��

R6f�X7 G C6f�X7�H6X7 G lim sup
n��

Rn6f�X7� 6�7

3�� Rn6f�X7 G �
n
E6jf6Xn7j � log �

P �Xn�
7�

B3�$���� #���%�! C�R�Ln� Rn ����$ � ���)��!-�$ �"�����) � ��� �������' ��3��
��� ���� �� ����������

A��� f * "�#������ ����������' �� �� ���������� 6F7 � ��"������� ����
#���%�� log t ������� ���������� Rn6f�X7 � 0� ��� "������)��3� ���������� f
<��� H� N��3�$ � 
������$ /�	1 �������� ����������

Rn6f�X7 � � log n O log log k O c

n
�

3�� c � 0 * ���������' ����������� �� k � n� 
���$ �����$ ������ �����������)
R "������)��3� ���������� �����%����)���

�� ����������� � ������ �����������

I������ ���$���$ "���������� "�#������ ���������� ���������� ��� "� 
$���� >����� "�������� ��� "������)��3� ��������� ��� "�$��� �"��$��)��3�'
�� �� �$�,��3� ���$��)-�, ����$���)' "���������3� "�#�����3� ���������� �� 
�� �-��� ��P�##$���$ /:F1� 5� "������� �����,��! ����������! "� ��$��
��#����� ��3���$ "�������� �"��$��)��3� ����������� I������ �"�������� 
�$ ����� ��#����� "� �������, �� ����������!� >���$ ��+������$ ��� ���$����
�������� ����� ak�� � ak � ���� ����, ����� a�' ���������) �����! �"������$
��� ��$$� ����������! ���� ak�� � ak� A��� ��� P�##$��� ��� ����3� ��#�����'
��������3� �� ���� ����� $��)-�' ��������' �� "���3��$ ���� ����$������� ����
"����$�' � ���� ���� ak�� � ak �"������$ ��� ��� ����� a� � ����������$ � ���%�
0 ��� � ���������������

2���� �������� "���������� "�#������ ���� 2������ D��� � 2������
/�001� &���! �� ��� ������� "� �����%��� I������ �"���������$ ����� ��#��� 
�� "� �������, �� ����������!� >���$ ������$ ��#���� �� ��� �����' �$�,���
�������� ������� ����������' �� $���� "����� ����� >�"�-�$ 0 � �������� "� 
��3� ��$���� ���� ��� ���� ���� "���! "������� ��#����� � � � �������� "���3�
��$���� ���� ��� ���� ���� ����! "�������� �����, �� ���� "������ ��#�����
����$ �"��) �� ��� ����� � ���$���� ������$� ����������$� � "�"������$ �
���� "���� �����! 0' � ���� ����� �����! * �� &�%��� ������� "�������$
"��� � �����! �� �����! �� ��������� ��-) "� ����! ������

B�3���$ "�������� ���� 2������ "�������� "������) ��� "������)��! �� 
��� ��������$� �� ��3�� � "�$��), ���)�� ��#$��������� �"��%�!� &���)
����� �"�������� "� �������, �� ����������!� 5"�����$ ����� �� G 0 �
�i�� G �i O P 6ai7� . �������� ������3� ����� f6ai7 ���)$�$ "���� "���� ��"���!
d� log P 6ai7e �������� ������ ����� �i� 5�������' ��� �����������) ����������
R �����! ����� �� "���-��� � � �� #�$�� 697 � 6:7 "��������� �%���� �����!
������������ ���������� 2������ ��������� ��� "�$���

R G C �H G
kX
i��

P 6ai76d� log P 6ai7eO logP 6ai77 � �� 6M7
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8���� ��$����)' ��� �����������) ���������� 2������ �� $��)-� ������������
���������� 2������=D���' ������ � ���, �����) �� $��)-� ������������ �"�� 
$��)��3� ���������� P�##$��� 6� �����$7� ���������� ���$����) ���������
� ������������$ ��#�����$ � ����������$� ���� 0' � � ��	' ��	' ����� ������)��'
��� ������ � ������ �%���� ������������ � � 0 �������������� �����3�,��� ���
���� ��� ���$������� ������

5����� $���� "������) ����� ������ �%���� ������������ ����������' ����
�������� ���������� ����� C�������)��� ������ �%���� ������������ "������� 
��3� "�#�����3� ���������� ���� "������� @�A���������$ � L� <� P�����$
/�' ��1� @�������� ������ �%���� ������������ ���������� P�##$��� ���� "� 
������ � ������ @� L����3�� /�M1' @���"������ � B��� I���� /F:1' ��8���������
/��1� &�������!' � ���������' ������� ����������

R6f��X7 � log
�	 log e

e

�
O p

	 log e
e

�

3�� f� * ���������� P�##$���' p * $����$��)��� ���������) �����' "������ 
��! ���������$ ��� "�$��� X � e * "��������� J!����

5�+�$ "�$��� V 6f7' �����$�! ��� ���������� � ������������ "���������3�
"�#�����3� ����' "���� ����!�� ������� �� ����� ��#�����' � ��$� ����������
T 6f7 �� ����� �������3� ��������� "�$� "�"�%�����)�� ����$���� �����������

&���������� "�#������ ���������� $���� ��"��)�����) ��� ����������
������ �� n ���� �������3� ��#������ &��)����) #�$���$� 6�7 � 6M7' $���� �� 
�����) ����$� ���������� 2������ /�001 6�$� ����� /9' ��17 ��� �����,��3�
��#�$�%�, ����������?
�7 �����������) ���������� �����%����)��'
	7 ��� "������)��3� ���%������3� ��������� � 	 � 0 ��!����� ������� "�#��� 
��� ����������' �����������) �����3� �� "���-��� 	�

&���������� "�$������ ������3� ���������� �3��������� �����! ���
��+�$� ��"��)���$�! "�$��� "� ���������� ����� ������ ��� ���������� fn
�����$� ����� n ��+�$ "�$��� V 6fn7 G O6kn7 ����� 4��"����%���)��' � �� ��$�
��� �����������) ������� �� ������ ��$ ����!�� Rn6fn�X7 � c

n
"� n � 	' 3��

c � 0 * �������� ��������� 6�$�/�17�
8�������! �������� � $��������$ ��������! S ��� � �������� E������ $�� 

�� ��������) "���������$ ����$� ��� 4��3� ����� �������) ��������� �� jSj
"��"�����������)�����!' ��������� �� ����' "��������� � ����$ �� ����$ ����� 
����' � ����$ ��������) �����, "��"�����������)����) ����������$ "�#�����$
����$' �������,��$ ���������� ����� . 4��$ ������ ������ �����������) �� 
�������� � ��"��)�������$ �,��3� �� ��� �"������� ����� �� "���-��� � 64��
������� �� #�$�� 6	7 � 6M77' � ��+�$ �����$�! "�$��� ����!�� ������� �� kjSj�

5����� ������ "�������� "�#�����3� "���������3� ���� �������� ��� ����� 
���� � �������$ ��#�����$' �� "����$� ���������� ��������! ��������� � ���� 
��$ ��#�����$ ����� ��������� ���)$� ������ 5������ �������� ��"��) ������) 
��� ����� �� �������� "�#�����$ ����$� &����!-�$ �"�����$ �� "�����������
� "�#�����! ��� �������� ���������� "��� �������! ��"��), ����� ����� �� �� 
��! ����3� "� ����� �������! ��"���� A���������� 4��� �������! ��� �����������
����� �������! ��"��� ������ J##�������! "����! "�#�����! ��� ������)��3�
��� "������� .�(�<����-��!� /�91� ����� ������3� ����� <����-��!�� �����

:



n ������������ ���$"���������$� ��������

l6n7 G log n O log log n6� O o6�77 6�7

"� n � 	� ."���������� "������� ���� ���� "�������� &�J��!���$ /�F1'
��I�����$ /�091' � ����� I�J����$ � 8�@��� /�:1� (� ����� @� B�)����� � ���� 
���$� /9M1 �������' ��� ��� ����� "������)��3� "�#�����3� ���� ������)��3�
��� ��"������ 6"� n�	7 ����������

l6n7 � log nO log log n� c� 6�07

3�� c � 0 * ���������' ����������� �� �����

�� ��������� ����������� � ����������� 
 
�� ����!�"���

��� �-���� �������� �"�%���)��� ����� �� $���� ���������� "�$�$� $��� 
$���%�� ������������ � ��������� ���������! ����3�,� ��"�������)��� ������ 
���� . ���������' � %��), ������ ��#�$�%�� �� ���������3� �����"� ���$��� 
������ ������ ����$���%�� ��������!? ��������$� ����������) ��������� ���'
����� ��$���� ������! "�����������)����� 0 � � ���� ��������$� � ��������� 
���

. "���$ "��������� 4�� ������ �-����� � "�$��), "������)��3� ���� 
������ � �����! �����������),' "�����)�� ���������� ��$����� 0 � � � ���� 
��! "�����������)����� ��������� ���$���� � ��	 "� ���$����� � ���, ���� 
�������� ����������� 5�����' ��������,� �"�%���)��� $����� �-���� ������
����$���%�� ��������!� �� L,��� /:	1 "������� ��"��)�����) ��� 4��! %���
�$�#����� ����������� . ������� �� ������3� "� �$�#����$ ���������� �� 
��$� ��������, $�3�� ��������������) �������� ������� ������ . 4��$ ������
��-�#��$���) ��� �� �������� ��������$�$ �������$ "����)��3� ��������� 
��� �$�#����3� ����' ���� � �������� ��������� ��������� �� ������� ����� ��
���������� $����� ��������� �$�#��� * ���� ����! � ��! �� ������ I��!����
����3� ���������� ���$�����' ��"�$�' B�.����$ � 
�P���$ /�0M1� ��� �-� 
��� ������ ����$���%�� ��������! $���� �3������)�� "�#�����$ �$�#����$
����������$� C�"�$�' ��� ����$���%�� ��������� E������ � ���������� 
$� ���� P 6a�7 G 9�F' P 6a�7 G ��F $���� ��"��)�����) �$�#����� ���������� f ?
Pr6f6a�7 G 07 G 	�9' Pr6f6a�7 G �07 G ��9' Pr6f6a�7 G ��7 G �� ������� ����� 0 �
0� * �$�#����

��� ����� �$�#��� �������� �-��) ������ 3����%�� �����!��! �������� �
�������$ ��"��������$� &�4��$� �����! ������������! �$�#����3� ����� 
����� �������� ����� �����!��� ���' ��"��)���$�� "� ���������� ����3� ��$ 
����� . ����� ���84��� � �������$� /:�1 ���� "�������� � ����������� �"�� 
$��)��� 6�� �� �$�,��� $���$��)��, �����������)7 �$�#����� "�#������ "��� 
������� ����������� ����������� �����,��� �%���� �3� 4##����������? R 
 	'
� 
 F' 3�� � * ����� �����!��� ��� �� ��$��� ���������� >����� "�������� �$� 
#����3� ���������� ��������� ��� "�$��� � "������)�� $���$� �����������),
� �����$ �����!��� ��� �-��� E�H�@���� � B�C�D������$ /	9' 	�' 901 �� ������
��#$��������3� ���������� 6�$� ����� :7�

@�������� $������ "�$�������!����3� ���������� �������� ����! �� %�� 
���)��� ����� ����� ��#�$�%��� 5�� ������ �-����� �� ���� �������� ��"�� 
�����)��! ������������ � "�$��), �����' ��"����,��� �-����� 5����� ������

�



��������%�� �-���� $���� �-��) � ��� �������� "�������� ��$�����' ��"� 
$�' � "�$��), ���������� � ���������%��!�

I���� v � E� ���������� ���"���������
 ���� f6A7' ���� ��� ��##���� u
"������)��3� ������3� ����� ���������%�� uv �������� ������! "�����������)�� 
��),' �� �� uv � f6A�7� A��� v * ����������� ���� f6A7' �� "���� �,��! �-����
������������ ����� ��"�����)�� ��"����)�� �� ���)-�' ��$ ��������� ����� 
������� C�"�$�' ��� ���� f6A7 G f�� 0�� 00g ������������$ �������� ����� ��
A��� � ��������� 00'�'0�'�'0� "����-�� �-���� � "���$ �����' �� ���������
�'0�'0�'�'0� ����� ����������)�� "����)�� ������� � ������������' �� �� "����
���)�! ������ C�������$�$� �������$� ������������� ������������ "�#��� 
��3� ���� ����,���' �� "����' ��"������� �������� ��#�� 6F7 ��� ����� ����
������� ���� l�� � � � � lk' �' �� �����' �������� C5�6l�� � � � � lk7 G ��

8�2,�%������ /��1 6�$� ����� /�	' �F17 "������' ��� 4�� ��� ������� ����,���
����������$� ��� ������������� "�#�����3� ���� � ������������$' � ����� 
3� ����� ������� ���� ���� l�� � � � � lk� 
�D�3,��� � ���@�������� /��1 "���� 
���� ���$������) ���� ��������� ����������� ��� ������� ������ 
����
���� ������,� �
����"�������� #�
���� . /��1 "�������� ����������� ���� 
��� ������������� � ��������� E������ ��$�����������,��3��� ���� P�## 
$���� E�8���3�$�� � ���B����$� /M	1' � ����� P���"������ � �������$� /F�1
"�������� ��3���$� "�������� ������� � �"��$��)��$ ��$�����������, 
����� ������ I���������� ���� "�������� �����������) �-����' �� �� ���3��
���� ���$������) �"������) ���������� ��"����)�� ������������� ����' �� ��
"���� ������������ "�����������)����) ���� $���� ������)�� ��������!� &����� 
��3� ���������� ��-��� ���)�� ��$�����������,����� ����' "���������� .�  
8�<�$�$ � I� ������� /�01�

C� $���� �����$ �������� ������������ �����! ������� ���������%��� L� 
����' ��� ���������%�� �$��� ����$�� � ' ���� "���� ��3� ��� � "���%�� t "� 
���-�� �-����' ���)�� ������� � "���%�� � O t "�����������)����) �����������
"����)��� 8�
������ /�0F1 "������� $���� "�������� ����� � �����)-�! ��� 
��! �������! ���������%���

#� $���������� �� �� ��� �����������

@����$���� "� ������ ���������� ����� "�������� �����������) �-���� ���
�������� ��"�������)��! ������������� 5-���� � ����$ ������$ ����� �� $����
"������) �� ������������ ��3�� ������� ����' ���� ��� ������� ����� �$�,�
���������, ������ H���' ��� "���������� ��� ������� ����$���� "� ������
���������� �� $���� ���$��) ������� 5������� ���� ����$���3� "� ������
���������� ������� � ��$' ��� ����� "� �����' �� ������� "� ���������� ��� 
�� ��#����� ��������� �����,��� ���$� ���$����$� �����$� �� ����! � �����%
���������! ������ N���� �,��, "�����������)����) ���� ������3� ��#����� $�� 
�� ���� ����������)' ����� � k ��������$ ��#����� A' �����$ ��"�������,���
������� �����' ������ ��������������) ����)�$ �������3� "����3� k ����3� �� 
���� C�"�$�' ����� �� ��� � 6�"���7 "������� ����$���! "� ������ ���?
f6a�a�7 G 00� f6a�a�a�7 G 0�� f6a�a�a�7 G �0� f6a�7 G ���
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 �� �	"��� ����������$ ���������� ����������'
�$��,��� $���$��)��, ����,, �����������) ���� ����� � �"��������! �����!
������� ����� I"���� "�������� �"��$��)��3� ����$���3� ���������� ��� �� 
�������� E������ ��� ��������$� "������� L� <� P�����$ /9	1 � E�&�
����4��$
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/�0:1� �����' �����������,��� �"��$��)��$� ����$���$� "� ������ ������� 
��, � �����! m ������� ����' $���� "������) "� �����%��' ������� � �����'
��������3� ���)�� �� ����� &���) �$����� �������� ����� R � A�� .����$
���� x � R � ������)-�! ���������), � ������$ � ����� ���� ������!� J�� "� 
%���� ����$ "������) "��� ����� ����)�� ����� �� "���-��� 	m� <���)� x � A�

"������-�3��� ����� ����$ ��������) �������$� �������$� �����$� ����� m�
N�N����� � D�.����$� /�0�1 "�������' ��� ���������� ����$���� "� ������

���������� "������)��3� $�������3� ��������� �� ����) �3���� $���! ������� 
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C� "������ �������������� ������������ ����������' "�����,��� ������ 
���' ���� ���3� ����������� I������� � ���!����� ��������� ��� "����� ������� 
,� �� ��$�3� ��������� � ����$ �� ���� ��� ������ ��"��)��,� � "�%���� ����� 
������ ���������� �������! ����� ��������� "�������� �� ������ ����������
�������! ����� ���������' ������ ���������� ����
� 5���' �����������,��� i �!
����� ���������' ����$ ���������) ���� wi� . �������� ���� $���� ��"��)�����)
��� ���������? wi G x� 
���� ���������� ���������� ����"������$? �� "���$
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"����� �"��������� ���������� ���������' �� ����$ * ��������� ���������
�� ������ 4��! ����������� . 4��$ ������ ������� "������ ��������� ��������
����� ���3� ��������� � "�$�$� ������������3� ��������� ��������$� ��"���� 
���)�� "�������) ���� 6#���%�,' ����������,��, ����������7 ��� ����������'
�� ������ �����! �� ��� "������� C�������$���) � ��"�������)��! ��#�$�%��
�����������' ���� ��"��)�����) ��������)��� ����������� 5����� ��"��������� 
��� "�$������ �"��$��)��3� ��������)��3� ���������� ��� ������ ����������
���)-�� ��������! �����$����' "�����)�� �����$����) "�������� "�#�����3�
���������� � �����$� ������� ����' ����� � logQ�6xn7' 4��"����%���)�� �����
��� #���%�� �� ����� ���������� 8���� ��������)��3� ���������� � "�����$� 
��)��! �����$����), ��� "������� .�D�E������$ � S�8�2��)����$ /�' �0�1�
(����������) 4��3� ���������� ����� ���)-� ������������ �"��$��)��3� ����� 
������ . ���������' Rn G �k��� logn

n
6� O o6�77 ��� ���������� ��� "�$���� B����3�� 

��� $����� ���������� ���� "�������� ����� 
�<����$ /�F1' <��4�������$
/��1 � 
������$ /�01� J�� ��������)��� $����� ���������� $���� ����� ���$� 
�����) ��� �����������) ������3� ����������? ���������� �������) ���������
�� ����� ���������! ����� � ��������) �� ��������$�� (� ���� .���
�#�$���
/	�1 � ���<������ /��1 �������� ��������)��� ����$���� "� ������ ������� 
��� � "�����$���)��! �����$����),' �����������) �����3� � �������� ����� ��
���)-� ������������ �"��$��)��3� ��������)��3� �����������

(�"��)������� ������,��3��� ���� wi G xi�� ����� "�������� ���!���) ���
"������ ��"�������)��! ��#�$�%��� . 4��$ ������ "� ���������� �������!
����� ��"��)��,��� ��� "��������� . ���������' "� ���������� ����������
��� "�$��� 6i O �7 �, ����� ��������� �����,�' ����������) �� ��"��������
����������!

P 6aj7 G
rj6wi7 O 	

jwijO k	
� 6	�7

3�� rj6wi7 * ����� ��������! ����� ai � ���� wi ����� jwij� .������� 	' 	 � 0'
���������� ����3�$� &��������)��! ����3 "�������� �������) ���"�����������
"� ���������� "���� ��������! ���� � ���������� (� #�$��� 6�M7 �������'
���

Q��6ajjwi7 G
Q��6xi��aj7
Q��6xi��7

G
rj6wi7 O ��	
6i� �7 O k�	

�

�� �� ���$"��������� �"��$��)��$ �������� ����3 	 G ��	�
������ /::1 "������� �������%�, ����$������3� ���� P�##$���� ������

�������� ����� xi ��������� ����$ P�##$���' "��������$ "� ���������� ����
wi G xi��' � ����$ ������� ����! ��� P�##$���' �����������,��! ���� wi��� �� 
��$������� ���� P�##$��� ���� �"���������� ����������� @� L����3��$ /�M1 �
���.�����$ /�0�1� &�������! "������ �%���� R � 	 ������������ ����������
���������� ��� "�$��� ��� �"�%���)��3� ������ 4��� ������ 
����$����) ����$� 
������ ����� P�##$��� �������� * �� ����� �������3� ����� �"��%�! ��� log n 
������$� �����$� �� ����� ���������� C��� ����� ���$����� ���$� ������� 
��� <�$"���=>���' ���������� �"������ �����! ����� ��"��)���� ������,�����
�����

&���������� ��3���$� ������ ������ ������ ��"��)��,� ����)����� ����
wi G xi��i���m "��������! ����� m' ������ ����3����� �� ���� ����� �"��� "�
���������� �������! ����� 6����� ���������� ����� ������,� ���"�����$7�

��



2����� "�$������ ����)����3� ���� ����������� ��$' ���' �� "����' �����
�"�������! "�$��� �����,��� ����!��� �3������� �' �� �����' ���)��� �� 
������� "���� ����3�� �� ����,��� ���%������$�� I���)����� ���� ������ #�� 
�������3� ��+�$� "�$��� � ��"����� "�������� ������) �� ��$���,��$��� ��� 
����������$� ���!����$� ���������� @� A���������! /:M1 "������' ��� "� ��"��) 
������� ����)����3� ���� ���$��������� �"��$��)��$ ����� ����3 	 G 0� �0�		 � � �
6�$� #�$��� 6	�77�

5������� 4##�������$ "� ���������� ���������� ��� "�$��� �������� �� 
"��)������� ����)����3� ���� � ��#$��������3� ���������� 6���������) ��� 
����! ����� �"��������� "� #�$��� 6	�77� E�H� @���� � B�C�D����� /	F1 "����� 
��' ��� ���������! ���� �������� ��#$��������� �"��%�! � ����� ���� "���� 
���� �����3���) ������������ R � 6�O �

ln�
7 k
m

"� V G O6m7 � T G O6logm log logm7'
3�� m * ����� ����)����3� �����

N���� �������) ����� �"��%�! $���� ����3��) ���� �� "���� "����"�����
�����! �������! �����' � ���� �"��������� ����� ����� 8���� � �����$ �� 
#��������) ����� D����������� ���� "�������� 4����$��) "�$��)' "�����)��
�$���� ���� $���� �����) ���)�� ������� ���� � ����� �������%��' ��+�����, 
��� ����������� #����������3� � ����)����3� ����' * X$��$��X ����)����� ����
* "�������� E�H�@���� /		1� 5������ X$��$�3�X �� ���)��3� ����)����3� ����
������� � ��$' ��� �� �����$ -�3� �� ���� ��������� �� "��������' � �����!���
������ J�� ���� ���$������) �����) �� ��$� ����' � ���)�� ������� ����� I�� 
��!��� ����� $���� ������)�� ��� � "�$��), ��������� �����!��� �������' ���
� �� ������ ��� ������������! ����� ���������' "�����)�� ��� ��������� ���-�
�""����$���� �������� E������ � ����������$� P 607 G P 6�7 G ��	� . /		1 ���
��������!' "��������� ���������$ ��� "�$���' ��������' ���

lim
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Pr6v�6wi7 G n�� � � � � vk6wi7 G nk7 G Pr6r�6wi7 G n�� � � � � rk6wi7 G nk7�

3�� rj6wi7 * ����� ��������! ����� aj � ���)��� ����)����� ���� wi G xi��i���m' �
vj6wi7 * ����� ��������! ����� aj � X$��$��X �����
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. "�������� ������� $� ����������� ���������� ��������!' "���������
��������$ ���������$ ��� ���������$' "����������$ �������$� "��$����� 
���$� ��$�!����� 
�"�) $� ���$���$ ����� ������,' �� ����� ���)��, ������
����� "��$��������3� ��$�!����' � �$��� �����3� ������� ���$������) �� 
�������' ����� "������) �������� ������! ��� ���������� &��"�����$' ���
�$����� ������� ��$�!���� ���������� Mr G fP�6x7 ? � � T � Rdrg� E���$ ������)'
��� $�������� Mr ������� ��3 � ��3� M� �M� � � � � �Mr � � � � � ������������ 
�� d� 
 d� 
 � � � 
 dr 
 � � �� &�$��$ ����! "�����������)����� $�3�� ������)'
��"�$�' $�������� $�������� ���������� �������3� "������ >����� �"��� 
����� ���$��)-�3� ��$�!���� Mr' ��������3� �����! ��������' �$��� �$��� �
���� $�������� ���������� �������' "�����)�� �����������) �"��$��)��3� ��� 
�����)��3� ���������� ����!�� ������� �� ��$������ "��$��� dr $����� Mr

6�$� #�$��� 6	977�
&���) �$����� �������! "�#�����! ��� ������)��3� ���' ��������$ 4��$

����$ ������� $�����!� &���) l6r7 * ����� ���� ������� $����� Mr� ��� ���� 
����� $���� ��������) �� ���� �����!? ���� ������� $����� Mr � ��������)��3�
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�� $����� Mr ���� ���������� &���������! K�@��������$ /MM1 "��%�" ��� 
��!-�3� �"������ ������� � ����� ������� r' $���$����,��3� ����� L6x7 ����
��������� x' �� ��

L6x7 G min
r

6l6r7� logQ�
r6x77� 6907

3�� Q�
r * �"��$��)��� ��������)��� ��"�������� �� Mr� &��������� "��%�"

�����!-�3� �"������ ��� "�$���� E�H�@���� /��1 "� "�������� ������ ��� 
�����)��3� ����������' ������ �������� ���$"��������� �"��$��)��$ ��� ����
������� $�������� ���������� �������3� "������ &���) r * "����� $������� 
3� ���������' ���������� 6�$� 6�77 "�#�����! ��� ������)��3� ��� � �����$�
������� ����

l6r7 G log r OO6log log r7� 69�7

.����� r "� "��%�"� �����!-�3� �"������' "�����$ ������ ��������)���
���������� � �����$� ������� ���� ��� � 6907' $��)-�$� ��$ l6i7� logQ�

i 6x7' 3��
i * �������! "����� $�������3� ���������� 5�������' ��� ��� ������������
6$�����7 ������ ��������)��3� ���������� �"�������� ����������

�n6Mi7 � Dn � �n6Mi7 O l6i7� 69	7

(� #�$�� 6	97 � 69�7 �����' ��� �����������) ������ ��������)��3� ������� 
��� ���$"��������� 4����������� ������������ �"��$��)��3� ���������� ����� 
����� �� Mi� B����3����! ����)��� "���������' ���� � �������� ���� ��� ����� x
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<��4������ /��1 "������� �������) ���������� f ������ ����������	
 ��� �� 
�������� �� M ' ���� supX�M Rn6f�X7 � 0 "� n � 	' � ���� ����������	
'
���� ��� "������)��3� ��������� X � M ����' ��� Rn6f�X7 � 0 "� n � 	�
(� #�$�� 6	97 � 69	7 �������' ��� ������ ��������)��� ���������� ��������
���)�� ����� ��������)��$ ��� ���� $�������� ���������� �������3� "�����'
� �� ��$� ��� �"��$��)��� ���������� ��� $�������� ���������� #�������� 
��3� "����� ���)�� ��������)�� 6�$� ����� �7� (� 6	97 �������' ��� ���)��
��������)��� ���������� ��� ���� $�������� ���������� �������3� "����� �� 
���$����' ��� ��� ��$�����) $����� ���3��������

C������� "����� ����������' ��"��)��,��� "��%�" �����!-�3� �"������
"�������� @�C),��� � @�2���� /MF1� @������$ ��������� xn �� ����� ����� m�
I������$ �����) Um �� ���� ������,����� � ��������� ������� �����! ���� �
��������� xn ����$ ��������) �3� ��$��$ � ������� A���������� ��� ���������
"�$�$� ����� ������ ������ �������) �����)� ����� ���� Lm6xn7 ��������� xn

������������ ��������

Lm6xn7 G jUmjmdlog ke O
n

m
log jUmj�
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"�����)�� ��� ��"��� ����� ����� m � k ��������$ ��#����� ���������� mdlog ke
������ .����$ ����� ����� m6n7' $���$����,��, �������� Lm6xn7� ��� "� 
������ � /MF1 4�� ���������� � �����! ����� m6n7 �������� ����� ��������)��$
��� $�������� �����������

@��$�����) "��$��� dr ��$�!���� $�������� ���������� "����� r �����
4��"����%���)�� � ������$���� �� r' � �$���� dr G kr6k � �7� I���������)�� ���� 
�������) �"��$��)��3� ���������� ����� ����� � ������$���� �� "����� ����� 
����� J��"����%���)�� �� "����� ��������� ����� � ��+�$ "�$���' �����$�!
��� ������%�� $����� 6���� ������� ����� �����) � "�$��), ���� ��"��)��,���
���������� $������ ����������7�

.��� � �������� $�������� $�����! ��$�!���� ���������� ����)�� 6�$� �� 
��� �7 "�������� �������) ����� ���������,' � ������ � ����� 4##�������, $����)
��� ���������� �����3� ���������� 8�������! �������� r 3� "����� $����
�$��) $��3� 4������������ ��������!' ��������� ������ "�������� ��������)��
�$��)-��) ��$�����) $������ D�.����$�' S�8�2��)��� � N�N����� � �����
/��	1 "�������� ��3���$ "�������� ����-����3� ����������3� �����' �����!
� ������ ���������� ����)�� "�������� ��!�� ������� � �"��$��)��$� ��"��� 
����� Q6x7 �����' ���

Dn6P�jjQ7 G
j�j
	

log nOO6�7 69F7

"� n�	' 3�� j�j * ��$�����) $����� ��������� �����' �����! "���������
�������� � ��"��������$ P�' ����� "���������, ����� ����)�� $���$��)��3�
����� �� ��$� ��#����� ��� �����%��

&����3��$�! � /��	1 $���� ������� � ����� �������! �����������! $�� ��
$�������� ����)�� �3��������! ������ � �"�������� ����$ %�����3� ��"��� 
����� ��3����� �������� 6997� @���$���$ $�������� U ���� "����� ��������
6����$ ���$������) ������������! ��#����7 ����)�� 3������ �� ����� d � 0�
&���) T � * $�������� ����)�� ����� T ' � x6s7 * �����' ��������� �� ���� ��� 
����3� ����� x' ��"����������� �����,��� �� ���������$� "������� s' jsj � d �
����� x� 5"�����$

PT 6xn7 G
Y
s�T �

Q��6x6s77� 69�7

3�� ��"�������� Q�� ������ ��������$ 6�M7 � T � U � @���$���$ "��� 
���)��� ��"�������� PW 6T 7 ����������! �� $�������� U ' �� �� PW 6T 7 � 0 �P

T�D PW 6T 7 G �� &���)

QW 6xn7 G
X
T�U

PW 6T 7PT 6xn7� 69:7
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3�� c � 0 * �������� ���������' j�j G jT �j * ��$�����) $������ >���) "����
���������� ������� �� 69:7' ����� * �� 69�7' ���)� * �� ���������� 6 P� *
��"�������� "������)��3� ��������� E������7

log
P�6xn7
Q��6xn7

� �
	

log nO ��

���������3� � /9�1 6�$� ����� #�$��� 6	�77' �������� ���������� ������� ��
��"������� ���� #���%�� log t� &�����)�� U * �������� $��������' �� ���� �� 
"��)������� ����$���3� ��"�������� PW 6T 7 G ��jU j "�������� "������) �� 
"�������� PW 6xn7' �����������) �����3� ���������� �� ������������ �"��$��) 
��3� � ������ ���������� ����)�� ��"�������� �� ����� ��$ �� �������, ��� 
������� D�.����$� � �������$� � ����� /��	1 "�������� ��"�������� PW 6U7'
$���$����,��� 4�� ��������� ���$"���������' � 4##�������� ���� "� $����
n? log P��x

n�
PW �xn� � nO 	j�j � ��

��$� ��3�' ��� "�������� ��������, "�%���� ��� "�������� 4��3� �� 
"��������?
PW 6x6s77 G Q��6xn6s77' ���� jsj G d;
PW 6x6s77 G �

�
6Q��6xn6s77 O PW 6x60s77PW 6x6�s777 � �����)��� ��������

@��"�������� PW 6x7 G PW 6x6�77 * ����$���
D�.����$� � �������$� � ����� /��91 "�������' ��� �����3����! $���� 4##�� 

����� � ��� ��3��' ����� ��3���� "� �������, � ���������$� ����)�$� $�������
$�����! ���������� � ����' ��� "������ D�.����$� /���1' ��� $�������� ���3� 
�������� "� ������ ���������� ����)���

&���������! K�@��������$ /M�1 ��3���$ X��������X ���� ���$������) 6�$�
/�0' �0�17 ��!�� ��"�������� Q6x7' ������� � �"��$��)��$� � ������ ���������� 
����)�� � �$���� #�$��� 69F7 "���$ ��"�����������3� "�������� ��������� 
����� "� ��������,� 5"�-�$ �����! ������ /�	1 ��3���$� X��������X ���
������������3� ��#������ I������ "�����$ �������� �������� $��������
B6xn7 "������ ����� xn � $�������� ���������� C6xn7' ��������� �� ����� 4���
"������ ��� "�������! ������ 5�������$ ���� �60js7 � �6�js7 * ������� ���������
s' "���$�,��� �������� 0 � ��

&�����$ B6�7 G C6�7 G f�g � �60j�7 G �6�j�7 G �� &���) $�������� B6xn��7
"�������� C�!��$ ������)-�� %���� ����� i � 0 �����' ��� "������� xnn�i ���� 
����� � B6xn��7� 
�3�� B6xn7 G B6xn��7�fxnn�i��g� A��� �������� s G xn�i�� � � � xn��
�� ��������� � C6xn��7' �� �"�����$ �6xnjs7 G 0 � �6�js7 G �' 3�� � �G xn� A���
s � C6xn��7' �� ��$���$ ������? �6xnjs7 G 0� >���$ �"�����$ C6xn7 G C6xn��7�fsg
� "��!��$ � �����,��! ����� xn��� 8���� "������)' ��� $�������� B6xn7 ���� 
��� ��� ��##���� � "�#���� ����� 4��$������ C�"�$�' "���)

x G 0000��00��00� 69�7


�3�� B6x7 G f�� 0� 00� 000� 0000� �� ��� �0� �00� 0�� 0��� ��0� ��00g� I����������,���
$�������� ���������� C6x7 G f�� 0� 00� 000� �0� 0�� ��� ��0g $���� "��������) � ����
������ 5�� ��������� �� ��� 	' �������� s ������ "��) � �����������,��! �$�
��-��� 0 * ������' � * ��"���' "���$ �������� �������� �"��� ������� I"���
�� �����! ��-���' �����������,��! ��������� s' ������ ���3���! ������ �60js7
� ����� * �6�js7�
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3�� � G 0� �� .�� c6�js7 ���������� �� ���������� ��$����� �' ������,����� �
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I�����$ �������� ���� ����� T� ���' ����� ����� x � "��������! $��� 
�� ��������� ����� �$��� ���$��)-�, �������������, �������)� &���) c6s7 G
c60js7Oc6�js7� 
�3�� � ������������ � #�$���! 6	M7 �������������� ��������) L6s7
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6����� ����' ����������,��3� �����, ������)-�3� "����"������7 ����� x6s7
��������

L6s7 G c60js7 log
c6s7
c60js7 O c6�js7 log

c6s7
c6�js7 O
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log
c6s7�
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5"��$��)��! ���� ��������! ���������� ����$ ������) ��������' �������
� ����)�� ����� T�� 5"�����$ J6s7 G L6s7 ��� ���� ������' � ��� ���������
��-�� ����� "�����$

J6s7 G minfL6s7� J60s7 O J6�s7g�
A��� "���! 4��$��� $��)-� ��� ���� ����$�' �� �� ����� T� �����$ "� 
��$��� ��-��� s� &��������� ����� T * ����$��� @��"�������� Q6xn7 GQn
i��Q6xijxi��7' ����%�������� �����$ T ' �"��������� � ������������ � #�$���!

6	�7?

Q6xijxi��7 G Q6xijs7 G
c6xijs7 O ��	
c6s7 O �

�

3�� s * ��##��� xi��' ����,��!�� �����$ ����� T � @��"�������� O6xn7 ��������
������$ � �"��$��)��$� � ������ ���������� ����)�� � �$���� #�$��� 6997�

��� "������� K�@��������$ /�	1 �%�����)��� �3�����%�� ��"������� ��3� 
��$� X��������X ������ O6n log log n7 ��#$��������� �"��%�! � �����$� �����
O6log n7 "� ���������� ����� ����� n�

B�#$��������� ���������� "�������� �����) 4###�������� ���� ����' �� 
���� ������,� ��"��������' "��������� ��� ��3���$�$ X��������X' ��� � �
"�$��), ����-����3� ����������3� ������

��� �������!������ 0�����!�1(�����

��3�$ "��������� "������$ $�����$ ���������� "�����������)�����' ���� 
�����$ �� ��"��)������� ����������' �������� "����������� E�����=�����
/F�1� &���) xn * �������� ����� � �������$ ��#�����' "�����$ �3� � %���'
�"������ x� G xn� x�� G xn��� � � � � x�i G xn�i� � � �� �����! ����� xi "������$ � �� 
���������� �������� s6xi7 ����� n? s6xi7 G xi��xi�� � � � xi�n� �"������$ ���������
�������3�#������ 6����� �������� �"��� * ������7� &�����������
 �������

'���� BW 6xn7 ���������� ����� ����� n' ������������ �� ���� ����� xn � "�����
�� ����������' �� �� BW 6xn7 G xi�xi� � � � xin' 3�� s6xi�7 � s6xi�7 � � � � � s6xin7� ��3� 
$� �����$�' ���$���$ $���%� ������! ����� xn � �������$ ����� $���%�
� �������3�#������$ 6������� � ���%�7 "������ &���! ������% "������-�!��
$���%� � ���) ����� BW 6xn7� C�"�$�' "���) x G ��0��0�00� 
�3�� $���%�
������! ����� x �$��� ���

� � 0 � � 0 � 0 0
� 0 � � 0 � 0 0 �
0 � � 0 � 0 0 � �
� � 0 � 0 0 � � 0
� 0 � 0 0 � � 0 �
0 � 0 0 � � 0 � �
� 0 0 � � 0 � � 0
0 0 � � 0 � � 0 �
0 � � 0 � � 0 � 0�
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&���� �"����������� "������$ $���%�

� � 0 � � 0 � 0 0
0 � � 0 � � 0 � 0
� � 0 � 0 0 � � 0
� 0 0 � � 0 � � 0
� 0 � � 0 � 0 0 �
� 0 � 0 0 � � 0 �
0 0 � � 0 � � 0 �
0 � � 0 � 0 0 � �
0 � 0 0 � � 0 � ��


�3�� BW 6��0��0�007 G �0����000� 5����������' ��� "� ����� BW 6x7 $���� ��� 
��������) ��, �"���������, $���%�� .� ���� �����%�� 6 ��� � � ������7 $� 
��%� ��������� ���������� ����� 0 � �� &�������! ������% ���������� ����� 
��3�#������3� "����� ���� �$��� ��� 00 � � � 0�� � � � �' 3�� ����� ����! � �����%
��������� &�����)�� ����� ��%������' �� "��' ��������� �� "�������! � "���!
����� �����! ����� �"���������! $���%�' ��������� � ����� x� �"�������
$�������� "� $� "�����$ "��"�������! ������% �"���������! $���%�� B�� 
��3����$ �����$ "������ ��!��' ������� � �� �� $� ����������$ ��, $���%��

�"�) ����� ��!�� �������� ����� x ��$ ����� ��-) ��$� ����� �"���������!
$���%� ���"���,��! � x�

A��� ���$����) ����� x' "��������� �������$ ���������$ �����$' �� �3�
"����������� BW 6x7 ����� �������) �� "�����������)����� x6s�7x6s�7 � � � x6st7' 3��
x6si7 * "�������' "��������� � ��������� si' "���$ ��������� si �������3�#� 
����� �"����������

8����� ���������� "����������� E�����=����� BW 6x7 �������3� ��� 
�� x' � ����� 4##�������� ��3���$� ��"������� "����������� ���$�����
B�.�������$ /�1� .�"������� "����������� E�����=����� ����� ����� n �� 
���� O6n log� n7 �"��%�! ��� ����$�' � ������� "����������� ������ O6n logn

H
7

�"��%�! ��� ����$� � �����$ "� ���������$' "��������$ ���%������$ �� 
�������$ � 4���"��! H� J$"�������� ������������ /�1 "�������,�' ��� �����
BW 6x7 $���� 4##������� ��������) �������)��$� $�����$�' ������ �����
���$����� �����

��� 2 ��� ����������� 3������45���

&�$�$� �"������� � "�������� "��3�#�� $������ ��������)��3� ����� 
�����' ������ � ����$ ���� ��"��)��,� ��������� � ���������� ��������!' �� 
������,� ��3���$������� $����� ������ ������' ��"��)��,��� ��������������
������������ ���������� �������

&���) A G fa�� � � � � akg * �������! ��#���� � x � An� I��$� ����������'
"���������� B�<�$"���$ � H� >���$ � ���� 3��� /�		1 6� ���)��!-�$ �$����$��
LZ��7' ������� � ��������� ������$�3� ����� xn � An �� "������� �i' i G � � � �m'
"� �����,��$� "������ &���) ������ ����� xn ��� �������� �� "�������' �� ��
"���������� ����! ���������%�, "������ ���� � � � �i � xn G �� � � � �ix

n
li
� .����$

�����,��� "������� �i�� G xrili ��� �������� ������� ������ ������� xnli' ������
��� ���������) � xri��� ' �� ��

�i�� G xrili G xni�ri�lini
�

		



3�� ni 
 li� ����$ �����3� "������� �i�� ����� "�� ����� 6ni� ri � li7� C�"�$�'
����� 6a�a�7a�a�a�a�a�a�a�a�a�a� ���������� �� "������� a�� a�a�� a�� a�a�a�� a�a�a�
� ��������� "�����������)����), "� ����� 6	� �7� 6�� 	7� 6�� �7� 6F� 97� 69� 97� &����
����� � �����! "�� %����������� ��"������) � �������$ ���� � ��"��)�������$
blog licO� �����' ����� $���� ��������) "������)��$ "�#�����$ ����$ �����
������)��3� ����

. ���$� ���������� LZ�� $���� ��"��)�����) #������������ ��� ����)�����
���� ����� w' ��� ���� ���3� � �������� �� "������ 6�$�' ��"�$�' /�17� 
�3��
"������� �i�� ��������� ��� �������� ������� "��������� ������ ������� ������ 
���' ������ ��������� � ����� . 4��$ ������ ��� ��"��� "���3� ����� � �����!
"�� ���������� dlogwe ������ .���� ����� � "�� $���� ��"������) � "�$��),
"������)��3� "�#�����3� ���� ������)��3� ���' ��"�$�' ���� <����-��! 
�� /�91� (� #�$��� 6�7 �������' ��� ����� ���� L6�i7 "������� �i ������������
����������

L6�i7 � logw O log j�ijO 	 log log j�ijO c� 69M7

3�� c � 0 * �������� ��������� � j�ij G ri � li O � * ����� "������� �i�
(������� $���#���%�� ���$� LZ��' "���������� &�E�����$ � ���.��)#�$

/F91� 5�� ����,������ � ��$' ��� "���� ���������� ������!-�3� "��������3� "�� 
����� �i�� � ���� wi ����� ��!�� "��������� "������� ��i�� � wi * �������� ���� 
���' �� ������ �i��� .$���� ����� j�i��j ����� ��������) ����� j�i��j � j��i��j� &�
������������' ���� ������ "������� �i��' ������� ��!�� � ���� wi �������� ���� 
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��3�� ����������������� �� ��������

j�i��j G j��i��jO 6j�i��j � j��i��j7�
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���)��!-�$ �$����$�� LZ�M7 ���������� �� �"������! ��-� ��$' ��� �� �����$
-�3� ��������� �������� ������� ������ ������� xnli' ������ ���"����� � ������ 
�$ ��� ���������$ "�������$ �j' j 
 i' � � ��$� ����������� ��� ���� �����'
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I��$� LZ�M ������ ���$������) ��� ���������� � ����$������$ ������$
U � I������ �����) U ������� �� ���� ���� ��#����� ���������� C� �����$ -�3�
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�� "� . ���������' "����$� �"��$���%�� ��������� ����� �� "������� ���$�����
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�E��� � �������$� /F	1�

C�"����������� �� ��3���$�� LZ�� � LZ�M �������' ��� ��"������� ������ 
������ ��������)�� $���� �����$��' ��$ ��"������� ����������� (�������
����� ���$ ���������� LZ�� � LZ�M 6�$� /�17' �����$����) ������������ �� 
���� ����!�� ���������)�� ����� n ���������' � �����$���) ���������� ���)
�������� O6n log n7�

��� � ���M 3� B�<�$"�� � H� >�� /�	91 ��������' ��� ���$� ���������� LZ��
� LZ�M ����,��� ����� ��������)��$� �� $�������� ���� $�������� ����������
� �������$� ��#�����$ � $��������$ ��������!� . ���)��!-�$ �%���� ������� 
����� ����������� ���������)� A�&������ � �������$� /M�1 "�������' ��� "�
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�

>���) � ����� f�� * ����������' "��������� "� ���$� LZ�M � ������,��$�� �� 
��$ 6�������! ������7' X * "������)��! $�������! ��������� >���$ �%����
������������ ���� ����-��� I�I���� /��1?
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log n

�
�

L�<����� � .� >"��������! /�91 ����������' ��� 4�� �%���� ������-��$� ��� �� 
�������� E������ � ��-�� � 4��$ ������ ���$"������ ��� Rn6f���X7 � �������),
�� 4��������������� ��� ���������� f��w ' ��"��)��,��3� ���$� LZ�� �� ����)�� 
��$ ����$ ����� w' P�8���� � �������-� /M91 "������� ��� "� w�	
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>���$ ��� ������� ���$� LZ�� � #����������$ ����$ B����.��� /��M1 ���
$�������� ���������� �������3� "����� ����������' ��� "� w�	

R6f��w �X7 G
H6X7 log logw

logw
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��� ���$� LZ�� � ������,��$�� ����$ I�I���� /�:1 "������ �����,��, �%����
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6� O o6�77�

���������� f�w ' ��"��)��,��� $���#���%�, &�E����� � ���.��)#� � #�� 
��������$ ����$' ��������) ���$"��������� 4##�������� �������3� ��3���$��
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5������� ����' ��"��)�������� "� ������������ �%���� ������������ ���$
���������� <�$"���=>���' $���� "�������) �� "�$�� ���$� LZ�� � #����� 
�����$ ����$ ����� w� &���) X * �������! $�������! ��������� . �����$
������ ������ ���$����) "�����������)����) Xn ����������, � ��� ������� 5�� 
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��� �����!��� �������� Nl6X7 � �����$ ������ ���) ������ � �
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H6X7 G lim
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E log
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 H6X7� ��!�������)�� B���.��� � H�>�� /���1
��������' ��� "� ����������

H6X7 G lim
l��

logNl6X7
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� 69�7

@���$���$ "������� ��' ������ �������� ������!-�$ ������$ "�����������)�� 
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� ' ����������� � X�
�w��� (� ���"������ ������! fNl � wg G fj��j 
 lg �

�������� 69�7 $���� ����,���) 6�$� /���17' ��� "� ����������

H6X7 G lim
w��

logw
j��6X7j �

I���������)��'

H6X7 G lim
w��

logw
Ej��6X7j � 6F07

(� ��"������� ���� #���%�� log t � ���������� 6F07 "������$ ����������

E log j��6X7j � log6Ej��6X7j7 � log logw O c� 6F�7

3�� c � 0 * ����������
I���$���), ���������� ���������� ����-���� ����� ����� � ����� ����� &� 

4��$� �"�������� "������ ��������$�� � /��M1 ��������

C6f��w �X7 G lim
i��

EL6�i6X77
Ej�i6X7j G

EL6��6X77
Ej��6X7j � 6F	7

3�� L6��7 * ����� ���� "������� ��' � ����� �������� ������� �� ���%���������
��������� X� 
�3�� �� ������-���! 69M7=6F�7 "� w�	 "������$ ����,, �%����
������������
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Ej��6X7j �H6X7
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6a�a�a�7a�a�a�a�a�a�a�a�a�a� 6F97

����� "���������� � "�����������)����) ����� 6���7000F00M00:� (������� ��� $� 
��#���%�� 4��3� $�����' "������,��� �$��)-��) ����$���) ����������� &����
�� ��� ���� "�������� E� H�@���� /�M1 � ������� �$ $�����$ ���"�� ���3� J���
$���� ���������� �� �������)��3� ���������� ��$' ��� �$���� ����� ���� ����
$���� ���$� ���������$� ����������� ����� �������� ���� $���� ��$�� 
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��3�� $���#���%�� �������)��3� ���������� ���� "�������� >�B���� 
��$ � I� 8�3�������$ /9�1� 5�� ����,������ � ��$' ��� ������ ����� ������� 
3� ����� ��$������� �����$ ���� � ���)-�$� ��$��$�' ������,��� ������� �
"�������� ���,����� ������ C�"�$�' ����� �� 6F97 ����� "���������� �
�� "�����������)�����' �����������,��� �[$ �������$ �����$? a� ? 6���70000'
a� ? 6���7F00' a� ? 6���7M00� ������������ ����� �������) � "���! ����� ��#�����'
�������� ��� ��3�� ���� �����������,��� ���������� "����� $����

��� ���������� "�����������)����� �����' ������ "��������� �� �������! "� 
����������)����� "���� "�$������ �������)��3� ����' $���� ��"��)�����) "� 
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��� �������)��3� ���������� ��������� ��� "�$��� E�H�@���� /�M1 "������
�%���� ������������ R � 	 log log k O c' 3�� k * ��+�$ ��#����� ��������� � c � 0
* �������� ���������� ��!�������)��' �� �������� 6�7 ������� �%���� �����
���� i �! ����� ����� xi?

L6xi7 � logNi O 	 log logNi O c� 6FF7

3�� Ni * ��������� �� "�������3� ��������� ����� xi � ����� x � c � 0 *
�������� ���������� &��"�����$ ��� ������� ����� ������ � �� �����������

�3�� �����3���� 69�7 �$��$ E logNi6X7 G H6X7� &�����)�� H6X7 � log k' ��
���������� 6FF7 "������$ ����������

EL6xi7 � H6X7 O 	 log log k O c�
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��!�� ���������)�� ����� ��������� � ��+�$ ��"��)���$�! "�$��� �������' ����
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�� ��"��)��,� � ����$ ���� ����������� ������� �� ������������ ������' � ���� 
�����' �� ��"��)��,� ��������� ������ �� �����' ���� ������ ���)$� �3�������
��$� ��3�' �� "������ ����� ��������$� ����"����) "������)��! �����" � ��� 
�����$ �����$' � �� ��$� ��� ���$������� ��-� $����� ����"�����,� ���)��
"�����������)��! �����" � �����$ �����$� &� ���������� ���)-�� �������
����� ����������� %�����������$ ��������) �����) � ��������) ����� %�����$'
���$������ �� ��� ����� ����3� ��#����� * ������� 
���� $����� ��������)
J�2��%�$ /�M1' B�8�#� /M�1 � 
�E����$ � �������$� /F�1�

(������� ������������ �����' L���U�"# /�	�1 ��������' ��� ���� ����$�� 
���) ����� �����������3� ����� � "����� �������� ������� �������$����' �� �� 
�������) ����� ����� "���������)�� ������ "�"�%�����)�� �3� ��$��� ���
��+������� 4��! ������$������ ���� ��������� ������)�� 3�"����� . ���������'
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